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Pro! simulovat chemii na kvantov"ch po!íta!ích?

Velikost Hilbertova prostoru pot"ebného pro popis studovaného systému roste exponenciáln!

s velikostí systému – curse of dimensionality.
Nap"íklad p"esn# rozvoj vlnové funkce N elektron$ v k orbitalech:

!el =
∑

n1n2...nk

ωn1n2...nk |n1n2 · · · nk→
|ni → ↑ {|prázdn%→, |↓→, |↔→, |↓↔→},∑

i

ni = N

Dimenze Hilbertova prostoru roste exponenciáln! s velikostí systému: O(4k)
v bázi PVDZ:

100 determinant$ ↑ ↓ 107 determinant$ ↑ ↓ 1046 determinant$
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Dv# otázky, které p$irozen# vyvstávají:

1 Pot"ebujeme opravdu p"esné "e#ení?

2 Nenachází se v&t#ina relevantních vlnov%ch funkcí v n&jakém málo provázaném kout&
Hilbertova prostoru, kter% by umo’(oval efektivní parametrizaci (nap". tenzorové sít&)?
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Slabá versus silná korelace

!el = !HF + !corr

Re’im slabé korelace (nebo jedno-referen!ní):
↭ !HF – dobrá aproximace !el, !corr by m&la b%t malá
↭ DFT doká’e p"esn& popsat stovky atom$, CCSD(T) poskytuje spektroskopickou

p"esnost

Re’im silné korelace (nebo více-referen!ní):
↭ Koeficienty v determinatové expanzi !corr jsou velké, metoda st"edního pole selhává!
↭ Siln& korelované stavy vznikají, kdy’ je tém&" degenerace základních orbital$

Pro tém&" degenerované orbitaly obecn! pot"ebujeme p"esné "e#ení.
Navíc pravd&podobn& neexistují efektivní klasické parametrizace, pot"ebujeme FCI!
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Základy kvantové chemie – Hartree-Fockova metoda

Hamiltonián elektronové struktury (s vyu’itím Bornovy-Oppenheimerovy aproximace):

Hel. = ↔

∑

i

↗
2
i

2
+ 1

2

∑

i ↗=j

1
|ri ↔ rj |

↔

∑

i,I

ZI

|ri ↔ RI |
. (1)

První krok: Hartree-Fockova (HF, metoda st"edního pole) aproximace:

Problém N elektron$ ↑ jednoprvkov% problém:

f (x1)εi (x1) = ϑi εi (x1)

f (x1) = →
↑2

1
2

→
∑

I

ZI

|r1 → RI |
+ v

HF(x1)

v
HF(x1) =

∑

i

∫
ω→

i
(x2)

1
|r1 → r2|

(1→P12)ωi (x2)dx2,

Slater$v determinant:
|ε1ε2 . . . εN→ ↘

1
↓

N!

∣∣∣∣∣∣∣

ω1(x1) ω1(x2) . . . ω1(xN )
ω2(x1) ω2(x2) . . . ω2(xN )

...
...

...
...

ωN (x1) ωN (x2) . . . ωN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣
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Základy kvantové chemie – Hartree-Fockova metoda

Úloha 1
Uka’te, ’e maticov% elemenet ≃”HF|H1|”HF→, kde H1 je jedno-elektronová !ást Hamiltoniánu (1)
a ”HF HF Slater$v determinant se rovná

≃”HF|H1|”HF→ =
N∑

p

hpp , kde

hpp = ≃εp |ĥ1|εp→ =
∫

εp(x1)↘
(

↔
↗

2

2
↔

∑

I

ZI

|r1 ↔ RI |

)
εp(x1)dx1
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Základy kvantové chemie – báze

Analytické "e#ení HF rovnic obecn& není mo’né ↑ "e#í se numericky:

εi (x) ↔↔↔↔↔↔↔↔↔↔⇐
integrace p"es spin

ωi (r) =
∑

µ

Cµi ϖµ(r)

optimalizováno b&hem HF-SCF

P"irozen% krok: rozvinout do jednoelektronov%ch vlnov%ch funkcí atomu vodíku
ϖ(r) = Rnl (r)Ylm(ϱ, ϖ)

Slaterovy orbitály (STO):

R
STO(r) ⇒ e

≃ωr

obtí’né pro integraci

Gaussovské orbitály (GTO):

R
GTO(r) ⇒ e

≃εr
2

O(M4) !len$ v Hamiltoniánu
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Základy kvantové chemie – báze

V poslední dob& se objevuje zájem o bázi rovinn%ch vln

ϖk(r) ⇒ e
ikr

a její duální formu (Fourierova transformace), která vede k diagonální dvouelektronové
interakci a tedy men#ímu po!tu !len$ v Hamiltoniánu O(M2)
Pro molekuly je v#ak pot"eba p"ibli’n& 100krát více rovinn%ch vln ne’ GTO (p"i dané
p"esnosti).
Proto’e po!et !len$ Hamiltoniánu p"ímo ovliv(uje náro!nost kvantov%ch algoritm$, cílem je
mít co nejkompaktn&j#í bázi s minimálním po!tem !len$ v Hamiltoniánu.
Alternativa k metodám s bázemi: metody zalo’ené na m"í’ce (báze ς funkcí v dan%ch
pozicích {|r→}):

|!→ =
∑

x1...xN

ω(x1, x2, . . . xN)A(|x1, x2, . . . xN→), |xi → = |ri →|φi →

Klasická #kálovatelnost: P
3N

⇑ 2N

Úloha 2
Ov&"te, ’e pokud je ka’dá z 3N sou"adnicov%ch os diskrétn& rozd&lena na P stejn& vzdálen%ch
bod$, pak po!et expanzních koeficient$ ω(x1, x2, . . . xN) roste jako P

3N
⇑ 2N .
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Základy kvantové chemie – korela!ní energie

Elektrony nejsou správn& korelovány na úrovni Hartree-Fockovy metody.
Hartree-Fockovo "e#ení v úplné bázi rozhodn& není p"esné!
P"esná vlnová funkce – plná konfigurace interakce (FCI):

|!→FCI = c|”→ +
∑

ia

c
a

i
|”a

i
→ +

∑

a<b

i<j

c
ab

ij

∣∣”ab

ij

〉
+ · · ·

Korela!ní energie:

#Ecorr = E
FCI-lim.

↔ E
HF-lim..

p"ibli’n& 1% Hartree-Fockovy energie, ale v absolutních hodnotách obrovsk% efekt!
Koncept „chemické p"esnosti“ ⇓ 1 kcal/mol (1.6 · 10≃3 Hartree), reak!ní rychlosti v rámci
jednoho "ádu (p"i pokojové teplot&)

v ⇒ e
≃#E

†/kBT

Vychází se z metody HF:

|!→ = $|”HF→
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Základy kvantové chemie – druhé kvantování

Vlastnosti determinant$ ⇐ algebraické vlastnosti krea!ních a anihila!ních operátor$.

a
†
p vytvá"í elektron v p

th spin-orbitálu, aq ni!í elektron v q
th spin-orbitálu.

Fermionová antikomutace:

{ap , a
†
q} = apa

†
q + a

†
qap = ςpq ,

{ap , aq} = {a
†
p , a

†
q} = 0

V#imn&te si spln&ní Pauliho vylu!ovacího principu: a
†
p

a
†
p

= 0

Slaterovy determinanty jsou reprezentovány v bázi obsazenosti:
|ε1ε2 . . . εN→ = |o1, . . . , op , . . . , oM→ op = {0, 1}

H2 v minimální bázi:
∣∣og↔og↓ou↔ou↓

〉

”HF = |1100→ = a
†
g↔a

†
g↓|→

ag↑|1100↔ = ag↑a
†
g↓a

†
g↑|↔ = →a

†
g↓ag↑a

†
g↑|↔ =

= →a
†
g↓(1 → a

†
g↑ag↑)|↔ = →a

†
g↓|↔ =

= →|1000↔
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Základy kvantové chemie – druhé kvantování

Akce krea!ních a anihila!ních operátor$ na obecné determinanty:

ap |o1, . . . , op , . . . , oM→ = ςop ,1(↔1)
∑

p↔1
i=1

oi
|o1, . . . , op ⇔ 1, . . . , oM→,

a
†
p |o1, . . . , op , . . . , oM→ = ςop ,0(↔1)

∑
p↔1
i=1

oi
|o1, . . . , op ⇔ 1, . . . , oM→,

Druhé kvantování: správná antisymetrie vlnové funkce je zaji#t&na vlastnostmi krea!ních a
anihila!ních operátor$ aplikovan%mi na ni.
První kvantování: operátory aplikované na vlnovou funkci zachovávají její antisymetrii, která
musí b%t explicitn& vytvo"ena p"i inicializaci.
Elektronov% Hamiltonián v druhém kvantování:

H =
∑

pq

hpqa
†
paq + 1

2

∑

pqrs

≃pq|rs→a
†
pa

†
qasar (2)

hpq =

∫
ϑp(x1)→

(
≃

⇐2

2
≃

∑

I

ZI

|r1 ≃ RI |

)
ϑq(x1)dx1 ⇒pq|rs→ =

∫
ϑp(x1)→ϑq(x2)→ϑr (x1)ϑs (x2)

|r1 ≃ r2|
dx1dx2

Úloha 3
Ov&"te, ’e jednoelektronová !ást Hamiltoniánu (2) dává stejn% maticov% element, jako v úloze 1.

L. Veis 12 / 15



Základy kvantové chemie – metoda konfigurace interakce (CI)

Metoda konfigura!ní interakce (CI) je varia$ní metoda, která na rozdíl od HF není omezena
na jedin% Slater$v determinant

$CI = c +
∑

ε

Cε . . . lineární forma

C1 =
∑

ia

c
a

i
a

†
a ai ,

C2 =
∑

a<b

i<j

c
ab

ij
a

†
a a

†
b
aj ai ,

...

varia!ní parametry
P"ipome(me, ’e FCI je p"esné v rámci dané orbitalové báze, av#ak je proveditelné pouze pro
maximáln& 20 orbital$.
Restricted CI: CIS (singles), CISD (singles, doubles).
D$sledky lineárního vlnového operátoru: pomalá konvergence se zvy#ováním excitací a size
neextensivita.
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Základy kvantové chemie – metoda coupled clusters (CC)

Vlnov% operátor metody coupled clusters (CC) má exponenciální formu

$CC = e
T

T =
∑

ε

Tε

T1 =
∑

ia

t
a

i
a

†
a ai ,

T2 =
∑

a<b

i<j

t
ab

ij
a

†
a a

†
b
aj ai ,

...

amplitudy CC
Exponenciální ansatz: rychlej#í konvergence se zvy#ováním excitací, size extensivita

Nevaria!ní, proto’e ≃!|H|!→ = ≃”HF|e
T

†
He

T
|”HF→ by vedlo k ↖ komutátorové "ad&

Místo toho: H|!→ = E |!→ = Ee
T

|”HF→
·e↔T

↔↔↔↔⇐
⇒”HF|·

≃”HF|e
≃T

He
T

|”HF→ = E

Amplitudové rovnice: ≃”↘
|e

≃T
He

T
|”HF→ = E≃”↘

|”HF→ = 0, kde ”↘ = ”a

i
, ”ab

ij
, atd.
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Základy kvantové chemie – metoda coupled clusters (CC)

Úloha 4
Uka’te, ’e CC rozvoj spl(uje podmínku size extenzivity, tzn. ’e energie EAB dvou
neinteragujících subsystém$ A a B je sou!tem jejich energií: EAB = EA + EB .

Úloha 5
Ov&"te, ’e Hamiltonián z rovnice 2 se p"i zanedbání ur!it%ch !len$ m$’e redukovat na Hubbard$v
Hamiltonián

HHubbard = ↔t

∑

iϖ

(
a

†
i,ϖai+1,ϖa

†
i+1,ϖai,ϖ

)
+ U

∑

i

ni↔ni↓
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