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Kvantové bity

@ Zakladni jednotkou klasické informace je bit, ktery mize nabyvat dvou diskrétnich hodnot:
0, 1.

@ Zakladni jednotkou kvantové informace je qubit, ktery mize byt libovolnou linearni
kombinaci bazovych stavid |0) a |1):

) =al0) +8[1), «a,feC 1
@ |0), |1)... ortonormdlini vypoletni baze
@ |af?, |BJ?... pravdépodobnost méFeni qubitu ve stavu |0), |1):
laf* + 18 =1 (2)
@ Homogenni superpozice
4) = = (1) + 1) 3)
V2

@ Z rovnice (2) vyplyva, ze stav qubitu Ize napsat jako
; 0 io . 0
[p) = e c055|0>+e"’sm§|1> (4)
o e/ je neméFitelnd globalni faze
(W] ) = e e . 5)
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Jeden qubit

Uloha 1

Ovéfte, Ze rovnice (4) spliiuje normalizaci (2).

@ Stav jednoho qubitu Ize tedy efektivné zapsat jako

0 )
|2b) = cos §|O> + €' sin g|1>

o Uhly 6 a ¢ uréuji bod na t¥i-dimenzionalni jednotkové Blochové sféfe

[0)

Uloha 2

Jaky bod na Blochové sféfe odpovida stavu \/Lﬁ(|o> +11))?

(6)




Vice qubitl

@ Vypoletni bazové stavy |0) a |1) tvofi dvoudimenzionélni vektorovy (Hilbertiiv) prostor.

o=(¢ ) m=(7) v mw=(5)

@ P¥i prechodu k n qubitim pracujeme s 2" dimenzionalnim vektorovym prostorem, napt.

1 0

1 1 0 1 0 1

o=(o)e ()= 8 ) e-(o)e(v)-( s

0 0

0 0

1
o=(5)e ()= 1) m=()e(V)-(
0 1
@ Obecny dvou-qubitovy stav mé tvar

) = ]00) + Bl01) +~|10) + 5]11) (7
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Vice qubitl

@ Vicequbitové stavy mohou byt:

Entangled states
Product states &

1
25 (100) +101) =10y © == (10) +11) 7

> “spooky action at a distance”

(100) +]11)) ... Belliiv stav

> mohou byt zapsany jako tensorovy
produkt vinovych funkci sub-systéma > klicové ingeridence kvantového
poditani
@ Qubity jsou obvykle inicializovany ve stavu |zero) = [0...0).

@ Vypocetni bazové stavy mohou kédovat decimalni &isla v jejich bindrni podobé:

4y=|100)
konvence: treti qubit druhy qubit prvni qubit
Uloha 3
Dokazte, ze Belliv stav nelze zapsat jako tensorovy prodkut stavil jednotlivych qubitd. J
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Kvantova hradla

@ Kilasické pocitadové obvody se skladaji z vodicl a logickych hradel.

@ Nejpouzivanégjsi vypocetni model kvantovych poditald je zalozeny na kvantovych obvodech,
které se skladaji z kvantovych hradel.

@ Protoze ¢asovy vyvoj kvantovych systémi je unitarni:
O(t) = e (8)
= kvantova hradla jsou unitarni operatory.

@ Kazdou operaci s vice qubity Ize rozlozit na sekvenci pouze jedno- a dvou-qubitovych hradel.

Kvantovy obvod
Inicializace
10)
2z = 1
B 10)
3 —
o

U5
Uy

10)
L Uy
10)
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Jedno-qubitova hradla

@ Kvantovou analogii klasického logického hradla NOT je Pauliho matice X:
0 1 1 0
x=(33) o=(g) m=(%)
= X[0)=11),  X|1)=]0)

Obecné: X(a|0> + 5|1>) = all) + B|0)

@ Dilezité jsou i dalsi Pauliho matice:

(1) (3 )

@ Exponencidlnim tvarem Pauliho matic jsou vyjadreny rotaéni operatory kolem os x, y a z:

0 0 cos & —jsin 2
= —/—isin=X= 2 2
R« (6) cos 2/ isin 2X < _isin g cosg (9)
(% 0 cos? —sin?
= —] — isin — = 2
Ry(6) cos 2I isin > Y ( sing cosg > (10)
/] 2] —i6/2
R:(0) = cos EI_ isin EZ = ( € 0 e;2/2 ) (11)
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Jedno-qubitova hradla

Uloha 4

Jaka rotace prevede stav |0) na stav % (|0) + |1))?

Uloha 5

Pokud je x realné &islo a pro matici A plati A2 = /, ukaZte Ze

exp(iAx) = cos(x)! + isin(x)A

@ Dilezitym jedno-qubitovym hradlem je Hadamardovo hradlo:

10) 10) + 1))

=
~ 2

1 1 1
Had = — ( 1 -1 ) 1
V2 1) = 2= (1)~ 1)

o Casto se toto hradlo znadi jen jako H, neplést s Hamiltonianem!

Uloha 6: circuit identities
Je uZite¢né byt schopen zjednodusovat obvody pohledem, s vyuzitim dobfe zndmych identit.
Dokazte nasledujici:

HXH=2Z, HYH=-Y, HZH=X

T mid = = T
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Jedno-qubitova hradla

@ Aplikaci Hadamardova hradla na n qubitd ve stavu |0) ziskdme homogenni superpozici
vSech moznych 27 stavi:

0 = (114\0>) ® (HI0)) ®1(H|0>) ®... 1

0) = 7(|0>+|1>)®7(‘0>+|1>)®7(|0>+‘1>)“.
V2 V2 7

1 | oot

X = =3I

10) v j=0

@ Libovolné jedno-qubitové hradlo, U, lze slozit z rotaci podél dvou neparalelnich vektord,
napf. os z a y:

U = e“Rz(B)Ry(7)R:(5) (12)
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Dvou-qubitova hradla

@ Pro univerzalitu jsou potteba entanglujici dvou-qubitova hradla, tzn. ne ve tvaru U; ® U,

@ Nejcastéji pouzivanym je controlled NOT, CNOT:

1 0 0 0 |00y — |00)
BREE 01 0 0 01) — |o1)
—— 0 0 {0 1 [10) — |11)
0 o1 o [11) — |10)

Uloha 7

Na prikladu stavu |[+) ® |0) ovéfte, Ze CNOT je entangujici dvou-qubitové hradlo, tzn. Ze vytvori
entanglovany stav.

@ Alternativou mize byt controlled-Z:

100 0
010 0
CZ=19 01 o
00 0 -1

11716



Dvou-qubitova hradla

Uloha 8

Ovérte, ze plati nasledujici rovnost:

& - f

@ Z ulohy 8 vyplyva, Ze role “control” a “target” je v ptipadé kvantovych poditaci libovolna.

@ Na zakladé tlohy 6 neni tézké ovérit, ze plati také nasledjici rovnost

]—‘ e
—(HoHH-

=]

=]

Uloha 8
Ovéfte, Ze prohozeni dvou qubitii (SWAP gate) se dé realizovat sekvenci 3 CNOT hradel:

N
N

fany
>
a

D
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Kvantova hradla - prehled

Hadamard

Pauli-X

Pauli-Y

Pauli-Z
Phase

/8

controlled-NOT

swap

controlled-Z

controlled-phase

I

b

M ceco g T T

SoOoO—= oo~

SO -

oSO o~

o—o0o co—o

oo —=o

oo~

STPS como —~ooo

S—=o o

—_—_o o0 OoO~mOoO

|l oo
—_

B =R =N}

@ Zdroj: M. A. Nielsen and I. L. Chuang, Quantum Computation and Quantum Information,
Cambridge University Press 2000.
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Méreni

@ Poslednim krokem kvantovych obvodi je obvykle méreni.
@ Méfeni ma destruktivni charakter - kolaps vinové funkce.

@ Pozorovatelné veli¢iny O jsou reprezentovany Hermitovskymi maticemi, mizeme méfit jejich
stfedni hodnotu, tzn. (O) = (¥|O|1)), primérovanim pfes mnoho méeni.

@ Mé&¥eni ve vypocetni bazi itth° qubitu: (1| Z;|2).

@ Stringy fermionickych operatorii mohou byt reprezentovany pomoci stringti Pauliho matic
(uvidime pozdé&ji) - potfebujeme méfit také v bazi vlastnich vektri matic X a Y = bazové
transformace, napr.

Mfeni v X bazi: %(} _})%(i) = ((1))
) —HHA i(l 1);(1):(0
N AT Va2 \ -1 1

—



Kvantova teleportace

@ Nezndmy kvantovy stav nelze zkopirovat - No cloning theorem (viz. pozdéji)!

@ Kvantova teleportace spociva v pfenosu stavu z jednoho qubitu (ktery je zméfen - zanika!)
na druhy. Neporusuje tedy no cloning theorem. Byla nékolikrat realizovana experimentalné.

@ Realizace probiha prostfednictvim sdileného entanglovaného stavu dvou qubitd.

@ Protoze se musi komunikovat klasickou cestou vysledek méfeni z jedné strany na druhou,
neni v rozporu se specialni teorii relativity (rycholost teleportace nemizZe byt vy$si nez
rychlost svétlal).

)
Wo) ) ) ) ve)

foo = 7 (I00) + [11)) (13)
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Kvantova teleportace

@ Analyza kvantového obvodu:

l¥) = «l0)+B1)

[¥o) = [¥)|Boo)

o) = %[amuom+|11>)+5\1>(|oo>+|11>)]

) = %[a\o><|oo>+|11>)+5\1>(|1o>+|01>)]

o) = %[ (10) + [1))(|00) + [11)) + B(|0) — [1))(10) + [01))]

w2) = 5[100)(@l0) + 5I1)) + [oL)(af1) + 5I0) + 10)(al0) ~ 1)) + [11)(al1) ~ 510))]
Uloha 9

Naimplementujte a vyzkousejte si kvantovou teleportaci v prostiedi OpenQASM: J
http://quantum.ibm.com/composer.
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